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verlust der Sicherheit

Michael Grosser

1. Einleitung

Dieser Vortrag befaBft sich mit Fragen der Geschichte der Mathe-
matik, ihrer Stellung zu den anderen Wissenschaften und ihrer
Bedeutung in der Gesellschaft. Haben solche Gesichtspunkte -
noch dazu unter dem beunruhigenden Motto "Verlust der Sicher-
heit" - {iberhaupt etwas in einer Lehrerfortbildungsveranstaltung
zu suchen? Ich meine: ja, auf jeden Fall. Drei Griinde erscheinen

mir wesentlich:

1. Wer Mathematik unterrichtet, steht laufend vor der Not-
wendigkeit, sein Tun zu legitimieren: vor sich selbst, vor
seinen Schiilern oder Studenten+), vor deren Eltern, vor dem
Dienstgeber, vor gesellschaftlichen Instanzen. Fragen wie:
"Wozu brauche ich Mathematik?" - "Sollte ihr Anteil am
Unterricht nicht drastisch reduziert werden?" - "Erziehen Sie
nicht junge Menschen mit zu gldubigen Technokraten, denen
Logik und Rationalitdt der hbchste.Wert 1st?" = "Welche

Rolle spiele ich als Mathematiklehrer - freiwillig oder
unfreiwilliqg, bewuBt sder unbewuflst?" =~ solche und dhnliche
Fragen wollen beantwortet werden. Wer da nichts Besseres
anzubieten hat als hohle Phrasen, wie "Mathematik schult

das logische Denken. Sie f&rdert das Strebeﬁ nach Wahrheit
und Objektivitit., Sie ist notwendige Vorbereitung auf das
Leben in unserer hochtechnisierten Industriegesellschaft",
der wird es schwer haben; in der Diskussion lber sein eigenes

Ffach zu bestehen. Damit disqualifiziert er sich selbst.

2. So sehr viele Schiiler auch Mathematik ablehnen, sind sie
oft froh, wenigstens ein Fach zu haben, das ihnen Sicherheit

gibt, da dort jedenfalls von der Sache her "Objektivitdt"

+)Wenn ich im folgenden der Kiirze und besseren Lesbarkeit

halber immer von "Lehrern" und "Schillern" spreche, sind
selbstverstindlich immer Lehrer und Lehrerinnen, Schiller
und Schiilerinnen gemeint.
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errsent. Tobh war Uberrascht, als ich einmal als Cast ir

von Mathematik geradezu
stlich zurtckwiesen, da sie sie anscheinend als Redrohunyg

H

inrer intellektuellen "Sicherheit" empfanden. Der Lehrer

steht also vor der Frage, inwieweit er im Mathematikunterricht
GewifBheit als festen Punkt in einer komplexen, oft ver-
wirrenden Gesellschaft anzubieten hat. Xann/soll/will er

den Schillern eine Scheinsicherheit verkaufen oder diese

in Frage stellen?

3. Naturwissenschaftliche Argumente spielen in der Diskussion
sozialer, politischer und gesellschaftlicher Fragen eine
wachsende Rolle. Wer wagt zu widersprechen, wenn ein Politiker
sagt:"Es ist doch lidngst wissenschaftlich erwiesen, das..." -
selbst wenn das Gegenteil ebenso wissenschaftlich (allerdings

nicht von denselben Wissenschaftlern) erwiesen wurde?

Ich sehe einen der wesentlichen Auftrige an den Lehrer -
speziell in den mathematisch-naturwissenschaftlichen Fichern -
die Schiiler anzuregen, einen scharfen "Durchblick" gegeniiber
solchen "Argumentationsweisen" zu entwickeln. Nur wer iiber
(naturwissenschaftliches) Sachwissen hinaus auch die Rolle
dieser Wissenschaften und iliberhaupt rationalen Denkens in der
Gesellschaft sieht und reflektiert, hat Chancen, iiber den
Status eines Nachplapperers und "Nach-Denkers" der herrschenden

Meinung (im doppelten Sinn!) hinauszugelangen.

Geschichtliche Entwicklung bis etwa 1900

Wenn in einem doch kurzen Vortrag bzw.Aufsatz geschichtliche
Entwicklungen iiber Jahrtausende und iber verschiedene VOlker
und Gesellschartssysteme hinweg in Betracht gezogen werden,
ergzben sich aus dem Zwang zur Klrze notwendig Auslassungen,
Simplifikationen und sogar Verzerrungen. Im fclgenden ise also

.

tmmer zu bedenken, daid nur die wesentlichsten Entwicklungs-
noangesvrochen werden kénnen, und auch das meist

nur

{inic

an der Oberfliche.

i. Der wahre Konstruktionsplan der Welt

Folgen wir zundchst den Gedankengidngen von M.Kline in seinem

Buch "Mathematics - The Loss of Certainly® ([ X2] ). Br erklirt
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gleich zu Beginn, sein Buch behandle "Aufstieqg und Niederaang
der Majestdt der Mathematik" ( [K 2,5.3 1) - wohlgemerkt, nicht
der Mathematik schlechthin: Hier von Niedergang zu sprechen,
widre angesichts ihrer stetig wachsenden Bedeutung in s0

vielen Bereichen absurd, Die "Majestdt der Mathematik" ist

fir Kline ihr Anspruch, Aussagen von absoluter Giiltigkeit,

von unumstdflicher GewiBheit machen zu kdnnen. Den Niedergang
bzw. die Relativierung dieser GewiBheit und den damit einher-
gehenden Verlust an (geistiger) Sicherheit will uns Kline

vor Augen filihren. Meiner Meinung nach ist dies ein Anliegen,
das auch fir die Schulpraxis duBerst relevant ist: Speziell
die Lehrer der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fdcher
sollten ihren Schilern die Fdhigkeit vermitteln, sich kritisch

und selbstdndig zu verhalten,

Wir sind heute in wachsendem AusmaB8 mit Aussagen und Urteilen
konfrontiert, die ihren wertenden Charakter (ein solcher

ist hier durchaus nicht in einem prinzipiell negativen Sinn
gemeint) hinter der vorgeblichen Unangreifbarkeit und
Unhinterfragbarkeit der mathematisch-naturwissenschaftlichen
Methode verschanzen wollen. Speziell die Lehrer dieser

Ficher sollten ihren Schiilern die F&higkeit vermitteln,

sich solchen Aussagen gegeniiber kritisch und selbstandig

Zzu verhalten.

Im Denken der alten Griechen konnte die Mathematik - gemeint
ist hier die deduktive Mathematik, wie sie in den "Elementen"
Euklids einen H&hepunkt findet - ihren GewiBheitsanspruch
einldsen. Sie war flr die griechischen Philosophen nicht
Produkt des Mathematikers, sie lag vielmehr der "realen"
AuBenwelt als Konstruktionsplan, ja sogar als eigentlicher
Kern des Existierenden (so die Pythagorder) zugrunde. Sicherlich
gab es verschiedene Sichtweisen: Woc Plato die Begriffe der
Mathematik in der fdr ihn ohnehin "realsten" Welt der Ideen
ansiedelte, da waren sie etwa fiir Aristoteles aus der
materiellen Wélt, in der der Mensch handelt, durch Abstraktion
"extrahiert". Ubereinstimmend galten die Aussagen der
Mathematik als Wahrheiten lber die tatsdchlich existierende

Welt. Dabei floB die Wahrheit aufgrund unmittelbarer Evidenz

.
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in die Axiome ein und pflanzte sich liber die Kandle der

deduktiven Ableitung in die einzelnen Sdtze fort.

Im Eurova der Renaissance wurde die deduktive Mathematik

der Griechen wiederaufgenommen. Dabei stellte sich das Problem,
wie die Gedanken der heidnischen Philosophen/Mathematiker

des Altertums mit der christlichen Weltanschauung in Einklang
gebracht werden kdnnten. Vereinfacht gesagt, wurde z&ar die
Auffassung beibehalten, die Mathematik sei der der Natur
zugrundeliegende Konstruktionsplan, doch war es diesmal der
Plan Gottes des Schépfers. Newton 4&duBerte in der Tat, Gott
miisse ein sehr begabter Mathematiker gewesen sein, da er

das Universum so klug eingerichtet habe. In diesem Sinne
verstanden Mathematiker, Naturwissenschaftler und Philosophen
ihre wissenschaftliche Tdtigkeit explicit als Lobpreisung
Gottes, dessen Schdpfungsplan sie Stiick flir S5tick aufdeckten.
Als bedeutendste Namen wiren hier etwa Kopernikus, Kepler,
Descartes und Pascal zu nennen. Von Galilei wurde zum
erstenmal klar ausgesprochen, daB das Programm der Natur-
wissenschaften nicht mehr in der Erkldrung der Naturvorgange,

sondern in ihrer (mathematischen) Beschreibung bestehen

sollte: Wo Aristoteles die Tatsache,dald "unten" der natilirliche
Ort schwerer Kdrper sei, als treibenden Grund fiir die Fall-
bewegung sieht, konstatiert Galilei S = %tz (und auch das

nur fiir den idealisierten Fall eines homogenen Schwerefeldes
im vakuum). Im philosophischen Sinn kann der ttbergang zu

einem Programm der Beschreibung als Einschrdnkung oder Ver-
armung gesehen werden; wir kdnnen jedoch aus heutiger Sicht
riickblickend erkennen, welch enorme Bedeutung fiir die Ent-
wicklung der Naturwissenschaften gerade dieser Standpunkt-
wechsel gehabt hat. Das Gravitationsgesetz Newtons "erklart"
ja nichts - der Kraftbegriff ist sozusagen eine anthropomorphe
Fiktion, in der das subjektive Erleben der Moglichkeit, Muskel-
kraft auf einen Kdrper auszuiiben, gewissermaBen auf zwel
Millionen Kilometer voneinander entfernte Kdrper Ubertragen
wird. Die Rolle der Mathematik fiir die Physik hat dabei

einen entscheidenden Wandel erfahren: Friiher eher eine Art

Mittel zum Zweck, stellte sie nunmehr sogar die Begriffe fir
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die Formulierung der physikalischen Gesetze zur Verfiigung:
"Baschleunigung" in Newtons 2.Axiom ist die 2.Ableitung der
Ortsfunktion, also ein mathematischer Begriff, und noch dazu

ein relativ komplizierter.

Ausgehend von der Erfindung der Infinitesimalrechnung durch
Newton und Leibniz haben sich gewaltige Erfolge auf fast allen
Gebieten eingestellt, immer mehr Naturerscheinungen konnten
der mathematischen Beschreibung zugdnglich gemacht werden.
Diese stirmische Entwicklung der Mathematik verlief aller-
dings zum groBen Teil weitab von den MaSstdben mathematischer
Strenge, wie sie die Griechen angelegt hatten. Dennoch

erwies sich die Mathematik in ihren Anwendungen alsgeradezu

unglaublich erfolgreich.

Krisen und Reparaturen

"Eine Mischung aus Intuitionen, raffinierten Annahmen, un-
kritisch angewandten, rein formalen Operationen und physikali-
schen Argumenten brachte die Mathematiker dazu, Aussagen als
Sdtze zu bezeichnen" ([KT,S.ZOO]). Manche Mathematiker miB-
achteten ganz offen die Strenge:"...Pedanterie, die die Mittel
Uber die Zwecke setzt" (J.Ho&ne-Wronski), "Solche Subtilitdten,
um die sich die Griechen sorgten, haben wir nicht mehr n&étig"
(S.Lacroix) ([K2, s.166]).

Allerdings widre es grundlegend verfehlt, den damaligen Mathe-
matikern den Vorwurf der Schlamperei zu machen. Die Geschichte
der Mathematik zeigt, daB - entgegen der weitverbreiteten
Auffassung - Exaktheit ein historisch sich wandelnder und
entwickelnder Begriff ist (s L1],[L2] ) . HSchstwahrscheinlich
hdtte die heute jedem Erstsemestrigen eingedrillte "Strenge"
die damalige Entwicklung schwerst behindert oder gar unméglich
gemacht. "H&dtten Newton und Leibniz gewuBt, daB stetige
Funktionen nicht notwendigerweise differenzierbar sind, wire
die Differentialrechnung nie erfunden worden", meinte E.Ricard
(lk2,5.1771) .

War auch im Zuge dieser Entwicklung Gott als mathematischer
Gesetzgeber des Universums mehr und mehr in den Hintergrund

getreten, so wurde die Mathematik dennoch als Gebdude von

RE—




YYahrheiren angesehen, dis der Natur inhlirent seilen
T

entscheidonde Schlag wurde diese:
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NMichteuklidischen Cecmetrien {Gauf, Bolyai, Loba
versetzt: In dizsen Systemen gibt es zu einer Ceraden durch

einen nicht auf ihr liegenden Punkt keine oder aber sogar mehrere
Parallelen. Das entscheidende Faktum war - und das dilrfte Caul
als Erster in voller Tragweite erkannt haben - daBd sich nicht

a pricri entscheiden 148t, welche der einander widersprechenden
Geometrien auf den physikalischen Raum zutrifft, sondern nur
durch das Experiment, und auch dann natlirlich nur im Rahmen der
MeBgenauigkeit. Damit hatte Mathematik den unhinterfragten

Status der"Wahrheit {ber die physikalische Natur" verloren.

Es war klar geworden, daB der Mensch "kiinstlich" mathematische
Theorien schaffen kann, die nicht notwendig der Natur zugrunde-
liegende Strukturen darstellen. Diese Wendung bedeutete einen
entscheidenden Einschnitt in der Geschichte des Wahrheits-

problems in der Mathematik.

Die Entwicklung der Nichteuklidischen Geometrien war nur einer

in einer ganzen Reihe von Einbriichen in das vermeintlich so
unerschiitterliche Gebdude der Mathematik. In der Algebra stellten
die Quaternionen W.R.Hamiltons einen Markstein dar. Die Ver-
letzung des Kommutativgesetzes ab=ba einerseits und die Anwend-
barkeit der Quaternionen in der Physik andererseits zeigten,

dail es nicht "die eine wahre, der Natur zugrundeliegende

Algebra", sondern viele "Algebren" gibt.

Auch die MaBstidbe mathematischer Strenge entwickelten sich
weiter, praktisch die gesamte Mathematik wurde grundlegender
Kritik von ihnen her unterzogen. Es zeigte sich, daB es sehr
viel instandzusetzen gab: In der Avithmetik gab es damals keine
klaren Vorstellungen, wie man die reellen oder rationalen Zahlen,
ja sogar die ndmlichen Zahlen begrifflich genau fassen kdnnte.
Und doch ruhte auf diesem grofiteils intuitiven Fundament

die gesamte Analysis! Abel HuBerte 1926: "[Analysis] wurde nie
in voller Strenge abgehandelt. Es gibt [nur] wenige Sdtze der
héheren Analysis, die in logisch haltbarer Weise bewiesen worden
sind" ([ K2, S.170] ). Auch in der Geometrie Euklids, die durch
Jahrtausende als Ideal der Strenge und Exaktheit gegolten hatte,




wurden beim Anlegen der neuen MaBstdbe Schwichen und Mingel
entdeckt. SchlieBlich wurde auch das Fehlen einer explizit
formulierten, formalisierten Logik als Mangel empfunden.

Die Situation um 1800 war also in vieler Hinsicht unbefriedigend.
Es war eine der entscheidenden Leistungen des 19.Jahrhunderts,
diese Defekte zu revarieren". Als wichtigste Namen, die damit
verbunden waren, widren etwa zu nennen: B.Bolzano, N.-H.Abel,
A.-L.Cauchy (Analysis); K.WeiershaB, R.Dedekind, G.Cantor
(+heorie der reellen Zahlen); M.Pasch, D,Hilbert (Euklidische
Geometrie); G.Boole, G.Frege, G.Peano (Logik). Diese Namen
stellen natiirlich nur eine - relativ willkilirliche - Auswahl

dar.

Immerhin war die Restaurierung bis 1900 so weit gelungen, da8
H.Poincaré auf dem 2.internationalen KongreB in Paris 1900
meinte: "Man darf heute behaupten, daB8 absolute Strenge
erreicht worden ist" ( [KZ, $.,195 ]). Poincarés Optimismus
war fehl am Platz. Neue gewaltige Schwierigkeiten entstanden
aus einer Disziplin, die erst jlingst von Cantor begriindet
worden war und die in der Grundlegung der Mathematik rasch
eine entscheidende Rolle spielte: Einerseits schleppte die
Mengenlehre verschiedene Widerspriiche (verschidmt "Paradoxa"
genannt1)) in die Mathematik ein, andererseits erhoben sich
heftige Auseinandersetzungen, ob gewisse ihrer Axiome (z.B.
das sogenannte Auswahlaxiom?hin der Mathematik zuldssig seien,
und schlieBlich ergaben sich brennende Fragen iiber zentrale
Gebiete der Mathematik, die sich einer L&sung hartnickig zu
widersetzen schienen (so z.B. die Kontinuismushypothese der
reellen Zahlen). Man muBte also kurz nach 1900 in der Tat von

einer (vielleicht der schwersten) Grundlagenkrise der Mathematik

sprechen. Zu ihrer L&sung wurden verschiedene Versuche unternommen.

1)Beispiele: Sei A Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element
enthalten, dann gilt zugleich ASA und A% A (Russell'sches Paradoxon) .

Sei B die Menge der natiirlichen Zahlen, die sich mit héchstens hundert
deutschen Worten definieren lassen (B ist endlich); fiir die kleinste
natiirliche Zahl x, die sich nicht mit hundert Worten definieren 1dB8t, gilt
sowchl x 4B als auch x €B (Wortparadoxon) .

Z)Verwirft man das Auswahlaxicm, muB man grofe Teile der klassischen Mathe-
matik aufgeben; akzeptiert man es, lif3t sich ein Satz beweisen, nach dem
sich eine Kugel durch Zerlegen in endlich viele Teile, Bewegen der Teile und
Wiederzusammensetzen in eine kleinere Kugel verwandeln 1438t (Banach-Tarski);
Keine der beiden Mdglichkeiten ist v©llig zufriedenstellend.




3. L&sungsansdtze

3.1. Logizismus

Einen dieser Versuche, die Grundlagenfragen der Mathematik
umfassend und befriedigend zu beantworten, wurde von B.Russell
und A.N.Whitehead unternommen. Ihr Werk "Principian Mathematica”
(1.Aauflage 1913, 2.Auflage 1926) zielte darauf ab, die gesamte
Méthematik auf (formalisierte) Logik aufzubauen. Nach diesem
Ansatz gibt es keine eigenen mathematischen Axiome, Mathematik
erscheint im Logizismus als Fortsatz der Logik. Die Frage der
Wahrheit 18st sich dahingehend, daB Aussagen der Mathematik
als deduktive Folgerungen aus der offensichtlich wahren Aus-
sagen der Logik selbst wahr sind. Die bekannten Paradoxien
werden durch die sogenannte "Typentheorie" vermieden. Eine
Menge von Objekten einer bestimmten Stufe gehdrt zur ndchst-
hdheren Stufe; damit sind die paradoxietrdchtigen Zirkel

eliminiert, allerdings auf Kosten der Einfachheit der Theorie.

Dem Logismus ist es nicht gelungen, eine allgemein anerkannte
Crundlage der Mathematik zu =ntwickeln, obwohl seine Schule
auch heute noch betrieben wird. Die Kritiker machen vor allem

folgende Einwdnde geltend:

- Unter den von Russell und Whitehead verwendeten Axiomen der
Logik sind zwei, die von vielen als nicht zur Logik gehdrig
oder iberhaupt nicht akzeptiert werden: Das Unendlichkeits-—
axiom behauptet die Existenz unendlicher Mengen, das Reduzibi-
lititsaxiom erlaubt die Ersetzung von Aussagen hdhecen Typs
durch solche des niedrigsten; erst das ermdglicht die Be-
trachtung der reellen Zahlen als Objekte gleichen Typs.

- Die Theorie ist auBerordentlich kcmpliziert.

- Die "Prinzipia" rekonstruierten nur einen kleinen Teil der
klassischen Mathematik auf Grundlage der Logik, groBe Gebiete

wurden nicht aufgearbeitet.

Bleibendes Verdienst des Logizismus ist jedoch der Durchbruch,
in dem Bemiihen, Logik zu axiomatisieren und Mathematik zu

formalisieren.

3.2, Intuitionismnus

In radikalem Gegensatz zum Logizismus nimmt die intuitionistische

Schule, die vom Holl&nder L.RBrouwer begrindet wurde, den Menschen,




genauer gesagt, - seine sogenannte "mathematische Urintuition”
zum Ausgangspunkt fir ihren Versuch der Grundlegung der Matne-
matik. Mathematilk ist flr die Intuitionisten inhalitlich zu
verstehen; entscheidendes Kriterium fir die Richt 'gkeit
mathematischer Sachverhalte ist ihre Annehmbarkeit flr die
mathematische Tntuition des Menschen. Mathematik stammt nach
diesem Verstindnis nicht aus der Erfahrung; die mathematische
Intuiticn ist auch kein sprachliches Phdnomen. Im Gegenteil,
Sgrache wird als unvollkommenes Mittel zur Mitteilung der
intuitiv klaren mathematischen Sachverhalte angesehen, das

die volle Realitdt der Intuiticn gar nicht vollstdndig wieder-
zugeben vermag. Logik gehdrt dem Bereich der Sprache an und

hat Fiir die Mathematik nur untergeordnete Bedeutung.

Die radikale Kritik der Intuitionisten 48t von der klassischen
Mathematik nicht viel Ubrig. Da sie das "Prinzip des ausge-
schlossenen Dritten" (von einer Aussage und ihrer Negation ist
stets eines wahr), angewandt auf unendliche Mengen, nicht
akzeptieren und auch Existenzbeweise, die keine Konstruktions-
vorschrift fiir das gesuchte Objekt liefern, ablehnen, muB

pektisch die gesamte Mathematik auf dieser eingeschrinkten
Grundlage neu aufgebaut werden. Obwohl hier betrdchtliche

Arbeit geleistet worden ist, muBte man dennoch auf bedeutende
Teile der klassischen Mathematik verzichten. Hilbert wetterte
gegen diese "Verstimmelung" der Mathematik durch die Intuitionisten.
Neben diesem Einwand wurde auch geltend gemacht, daB auch die
intuitionistischen Beweismethoden Sdtze liefern, die sehr
unanschauliche Sachverhalte behaupten, dag jedoch intuitiv
durchaus plausibel erscheinende Sachverhalte falsch sind, da8

also die Intuition keinen geeigneten Priifstein fiir mathematische
Richtigkeit darstellt, Bleibendes Verdienst des Intuitionismus
stellt die Riickbesinnung auf den inhaltlichen Aspekt der
Mathematik und die Betonung konstruktiver Verfahren dar, die

ja gerade heute flir auf CroBrechenanlagen betriebene numerische

Mathematik von grundlegender Bedeutung sind.




3.3. Formalismus

Auf eine ganz andere Weise als die Intuitionisten wollte
D:Hilbert, der Begriinder der Schule des Formalismus, "die
definitive Sicherheit der mathematischen Methode herstellen”
([H,5.162]). Einerseits ist die Intuition allein fir ihn ein
‘viel zu unsicheres Fundament: Er will auf Axiome und deduktive
Ableitung nach den Prinzipien der klassischen Logik bauen,
allerdings in einem viel prdziseren Sinn als bisher. AuBerdem
ist er nicht bereit, alle diejenigen Resultate oder sogar
Gebiete der traditionellen Mathematik aufzugeben, auf die die
Intuitionisten aufgrund ihrer radikalen Kritik verzichten
miissen. Im Gegensatz zur Auffassung der Logizisten ist die
Mathematik fiir Hilbert nicht bloB8 "Auswuchs" der Logik; jeder
Zweig der Mathematik hat neben den logischen Axiomen auch

eigene mathematische Axiome.

Fir Hilbert bestand die anzustrebende L&sung des Grundlagen-
problems im wesentlichen darin, die klassische Mathematik
bzw.Teile von ihr zu formalisieren und zu axiomatisieren, und
dann den Nachweis der Konsistenz (Widerspruchsfreiheit) und
Vollstidndigkeit der betreffenden formalen Systeme zu filhren.
Dieser Nachweis sollte im Rahmen seiner "Eeweiétheorie“

(oder "Metamathematik") mit Mitteln einer endlichen Logik
(wie sie sogar die Intuitionisten akzeptieren wiirden) gegeben

werden.

Die Formalisierung besteht darin, mathematische Aussagen und
Beweise auf genau definierte Weise durch gewisse Formeln und
bestimmte Ableitungsregeln darzustellen. Von einer Folge solcher
Formeln 1liBt sich dann durch ein endliches Verfahren eindeutig
feststellen, ob sie einen Beweis flir eine bestimmte Formel

darstellt oder nicht.

Da Axiome verschiedener in der Mathematik zugelassener Systeme
einander widersprechen kdnnen (z.B.Parallelaxiom in Euklidischer
und Nichteuklidischer Geometrie), kann es nicht um die
"Wahrheit" der Axiome und Sdtze gehen. Wesentliches Kriterium

fiir die prinzipielle Existenz(berechtigung) eines formalisierten
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ist dessen Xonsistenz (Widerspruchsfreiheif), d.h. diz
B sich mittels dexr zuldssigen Reg=21ln aus den Axiomen
ableiten 1d3t, AuBerdem soll das System in
dem Sinne "vollstdndig" sein, daB sich jeder sinnvollen Aussage,
die sich mit den formalen Mitteln des Systems lberhaupt bilden
1d35%, aus den Axiomen entweder sie selbst oder ihr Gegenteil
l33t. Pa es gelungen war, die Konsistenz verschiedener
er Mathematik auf die Konsistenz der Arithmetik (des
Svystems der reellen Zahlen) zurlickzufiihren, blieb als ent-
cheidende Aufgabe flr die Formalisten der Konsistenzbeweis
der Arithmetik zu filhren. Teilerfolge in dieser Richtung
wurden erzielt; Hilbert war sehr optimistisch, das der ge-~
nannte Konsistenzbeweis gelingen wilirde. Jedoch setztes K.G8del
1931 diesen Hoffnungen ein j&hes Ende: Er bewies einerseits,
daB jedes konsistente formale System, das zumindest die Theorie
der natiirlichen Zahlen umfafBt, unvolbtdndig ist, d,h.sinnvolle
Aussagen zuldBt, von denen weder sie selbst noch ihre Negation’
in diesem System beweisbar sind. Andererseits zeigte er, daB
die Widerspruchsfreiheit eines solchen Systems mit Mitteln
eines der von den verschiedenen Schulen anerkannten logischen
Systeme, (also insbesondere mit Mitteln der "Metamathematik"
Hilberts) nicht bewiesen werden kann. Das Programm des Formalis-
mus in seiner urspriinglichen Form war damit gefallen. Dennoch
hat diese Schule Beitrdge von bleibender Bedeutung zu den
Fragen der Axiomatisierung und Formalisierung sowie zur

"Metamathematik" (im allgemeinen Sinn) geleistet,

Mengentheoretische Schule

Als vierte Schule bezeichnet Kline die mengentheoretische"Grund-
legung" der Mathematik. Als ihre Begriinder nennt er G.Cantor

und E.Zermelo; er zdhlt auch die Gruppe franz8sischer Mathe-
matiker dazu, die unter dem Pseudomyn N.,Bourbaki in einer
Buchreihe einen systematischen Aufbau der Mathematik auf der
Grundlage der Mengentheorie anstrebt. Die mengenthéoretische
Schule hat wahrscheinlich das am wenigsten explizit formulierte
Programm. Sie verwendet eine in der einen oder anderen Form
axiomatisierte Mengenlehre; sie akzeptiert die klassische

Logik in ihrer vollen Form, erachtet aber Fragen der Logik

SO
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oder Konsistenznachweise als nicht zentral. Ihre Grundhaltung
hat jedoch bedeutende Auswirkungen auf die Praxis der mathe-
matischen Forschung und Ausbildung, ja sogar bis in die Schulen
hinein: Anscheinend sahen manche Pddagogen und Didaktiker in
der mengentheoretischen Grundkonzeption dieser einen Schule
einerseits die "wahre" Mathematik und andererseits die der
Entwicklung des Kindes (nach J.Piaget) angemessene Leitlinie

fiir den Mathematikunterricht.

Zusammenfassend ldB8t sich sagen, daB keine der genannten Ansdtze
eine vdllig befriedigende Ldsung der Grundlagenprobleme gebracht
hat. Stellvertretend soll hier B.Russell zitiert werden, der
1958/59 riickblickend feststellte: "Ich wollte GewiBheit in

der Art und Weise, in der Menschen religi&sen Glauben suchen ...,
nach iiber zwanzig Jahren hdrtester Arbeit kam ich zu dem

SchluB, daB es nichts mehr gab, das ich tun konnte, um mathe-
matisches Wissen unbezweifelbar zu machen... Die gldnzende
Sicherheit, die ich in der Mathematik stets zu finden gehofft
hatte, verlor sich in einem verwirrenden Dickicht” (I'k2, s.229£.1).
Heute bestehen die verschiedenen Ansdtze nebeneinander. Dazu
kommt, daB sich Aussagen wie etwa die erwidhnte Kontinuum-
hypothese im Rahmen des {iblichen mengentheoretischen Systems
von Zermelo-Fraenkel als weder widerlegbar (K,Godel, 1940)

noch beweisbar (P.Cohen, 1963) erwiesen haben. Damit ist ein
weiterer Spielraum flr die Entscheidung des Mathematikers
gegeben, ob er z.B, die Kontinuumhypothese als Axiom annimmt
oder verwirft., In diesem Sinne muB man heute tatsdchlich von
verschiedenen Schulen der Mathematik sprechen, was die Grund-

lagenfragen betrifft.

4 .Einige spezielle Probleme
4.1.Exaktheit
Mathematische Exaktheit ist sprichwdrtlich; jedoch tduscht sich

die "Volksmeinung" (?), wenn sie mathematische Strenge als abso-
luten, lUberzeitlichen Begriff ansieht. Die Auffassung, "richtig"
und "falsch" in der Mathematik seien unwandelbare, ahistorische
Begriffe, ist heutzutage nicht mehr haltbar. Das haben insbe-
sondere die Arbeiter von J.Lakalos gezeigt, Eine gute Illustration
seiner Auffassung gibt er in seinem Buch [L1]. Ich kann auf

dieses interessante Thema hier nicht weiter eingehen. Lassen
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wir uns aber noch von G.Hardy, dem berlihmten Zahlentheoretiker,
verbliffen. Hardy, selbst ein glithender Verfechter der reinen
Mathematik {(er soll den Trinkspruch getan haben: "Auf die

vaine Mathematik! MOge sie nie irgendeinen Nutzen haben!”
(7x2,5.295))), sagte zum Thema Exaktheit/Beweis:"Im strengen
Sinn gibt es sc etwas wie einen mathematischen Beweis nicht,...
in letzter Hinsicht kénenn wir nichts tun als hinweisen,...
Beweise sind, was Littlewcod und ich "Geplauder” nennen,
rhetorische Floskeln, die die Psychologie {des Zuhérers]
beeinflussen, Zeichnungen auf der Tafel in Vorlesungen, Mittel,
um die Vorstellungskraft der Schiiler anzuregen", Kline
kommentiert diesen Ausspruch, fiir Hardy seien Beweise eher

die Fassade als die tragenden Siulen des Gebdudes der Mathematik
((KL,S.314]) . Feststehen dlirfte, daB Exaktheit, Strenge und
Logik im Moment des Entstehens mathematischer Erkenntnis eine
geringe Rolle Jegeniiber der Intuition spielen; das Material
wird im nachhinein fiir Zwecke der Kommunikation (Vortrdge,
Artikel, Biicher) entsprechend zugerichtet. H.Weyl meinte:
"Logik ist die Hygiene, die der Mathematiker anwendet, um

seine Ideen gesund und stark zu erhalten.”

Mathematische Modelle

Tn dem Moment, in dem Mathematik ihren Status als der Natur
inhirente Struktur verliert, stehen sich Realitdt und das

zur Beschreibung (nicht Erkldrung!) verwendete mathematische
Modell als Verschiedene gegeniiber, Sofort erheben sich Fragen
nach Genauigkeit und Geltungsbhereich des Modells; nach dem Grund,
wieso Mathematik {iberhaupt anwendbar ist, usw. Auferdem tritt
aber der aktive Aspekt der (wissenschaftlichen) Tdtigkeit
klarer heraus: Erstens duBert sich die Natur nicht wvon vorn-
herein in mathematischer Weise zu uns, sie muf erst durch
entsprechende messende oder experimentelle Zurichtung dazu
gebracht werden (vgl.dazu fG ]). Zweitens bedeutet die Ent-
scheidung fiir ein bestimmtes Modell ja immer, daB gewisse Zilige
der realen Situaticn zu wesentlichen, andere zu unwesentlichen
gemacht werden, indem sie vom Modell erfast werden oder nicht.
Diese Reduktion der Komplexitdt der realen Situation durch das

Ausfiltern gewisser Aspekte mit Hilfe des Modells ist ja
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iiberhaupt der springende Punkt bzw. der Grund, es Uberhaupt
anzuwenden. Das bedingt aber auch, das mit der zunehmenden
Verwendung mathematischer Modelle in einer bestimmten Wissen-
schaft jene Aspekte chronisch zu kurz kommen, die sich mathe-
matischer Formulierung am hartnickigsten entziehen ("menschliche"
Aspekte) . Uberdies beinhaltet aber jedes Modell sozusagen als
unerwlinschten Nebeneffekt gewisse Elemente, die {iber die
realen Gegebenheiten des Untersuchungsgegenstandes hinaus-
gehen. Als Beispiel sei der Radfahrer in der Bewegungsaufgabe
in der AHS genannt: In der Realitdt ein Mensch von bestimmtem
AuBeren, mit gewissen Sorgen und Wiinschen, der sich miihsam
abstrampelt, degeneriert er zu einem (gleichférmig bewegten!)
Punkt auf der x-Achse, die wiederum der durchaus endlichen
Strafe im Modell eine unendliche Linge und dazu alle Charakte-
ristika des reellen Kontinuums verleiht. Oder - weniger
harmlos - aus einem lebenden Menschen in seiner ganzen
Individualitdt wird in den Uberschlagsrechnungen der Nuklear-
strategen ein Millionstel jener so viesagenden Einheit

"1 Megadeath",

Das alles soll natilirlich nicht heiBen, das Erstellung und An-
wendung mathematischer Modelle an und fiir sich etwas Teuflisches
darstellt; es soll aber darauf hinweisen, das Entscheidungen
iber Art, AusmaB und konkrete Umstidnde der Anwendung keine
Fragen der Mathematik oder der Naturwissenschaften sind, sondern
Fragen der Interessenlage der Beteiligten oder Betroffenen,
somit - im weitesten Sinn - politische Fragen, "Fragen der
Herrschaft", wie sich M.Schmutzer und E.Matzner ausdriicken
([SM]). Denn jeder Bereich, in dem Wahlm&glichkeiten zwischen
Alternativen gesellschaftlicher Tdtigkeit bestehen, ist ein
Bereich, in dem Fragen der Machtkonstellation eine Rolle spielgn.
Gefdhrlich wird es dann, wenn diese Tatsache verschleiert

werden soll, indem flir den gesellschaftlichen Entscheidungs-
spielraum zu Unrecht mathematisch-naturwissenschaftliche Unum-
stéBlichkeit beansprucht wird. Tidglich erleben wir in vielen
Bereichen Versuche, solche Entscheidungen, bei denen technische
oder mathematisch-naturwissenschaftliche Fragen eine Rolle

spielen, dem politischen Prozef zu entziehen (Atomkraftwerke,




Ristung und Kriegstreiberei, Rhein-Main-Donau-Kanal, stddtischer

Verkeht usw.).

Wieso ist Mathematik iiberhaupt anwendbar?

Sicht man Mathematik einmal nicht mehr als in der Natur selbst
enthaltene Struktur, so stellt sich sofort die Frage, wieso das
Menschenwerk bzw.das rein logische Konstrukt Mathematik so
vielfiltig und erfolgreich anwendbar ist, speziell in den

i

issenschaften.

5elbst bedeutende Mathematiker und Physiker, die sich auch mit
wissenschaftstheoretischen und philosophischen Fragen befassen,
schweigen zu dieser Frage, verwelsen auf angeblich Kompetentere
(so z.B. der Physiker F.Dyson in [D] auf seinen Kollegen E.Wigner),
die aber dann manchmal selbst von einer verbliiffenden Tatsache
cder einem Réisel sprechen {so Wigner in seinem Artikel{ W]

unter dem Titel "The unreasonable Effectiveness of Mathematics

in *he Natural Sciences").

Mainer Meinung nach sollten wir uns hier nicht mit dem Glauben
An ein Wunder zufrieden geben. Allerdings handelt es sich um
cine schwierige Frage mit vielerlei Aspekten. Viele Philosophen,
Mathematiker, Naturwissenschaftler und andere haben sich zu
diesem Thema geduBert, man findet eine Vielzahl von Meinungen.
Ich mdchte mich hier auf die Formulierung zweier in gewissem
Sinn entgegengesetzter Erkldrungsansdtze beschrdnken, von denen
aber sicher keiner allein imstande ist, die Frage nach dem

c¢rund der Anwendbarkeit befriedigend zu beantworten.

1. Mathematik ist der realen Welt "nachgebildet" und deswegen
wieder auf sie anwendbar.

2. Mathematik gibt in gewissem Sinn die Forxmen vor, in denen wir
die Welt {iberhaupt (naturwissenschaftlich) anschauen k&nnen.
Dechalb liR8t sie sich auf solcherart gewonnene Erkenntnis

notwendigerweise erfolgreich anwenden.

Der zweite Standpunkt driickt also aus, daB iberhaupt nur die
quantifizierbaren Aspekte der Welt den Gegenstand der Natur-

- wissenschaften bilden, und daB das, was (noch) nicht quantifi-

zierbar ist, quantifizierbar gemacht werden (!) soll (Galilei).

Die mathematische Sicht widhlt gewissermaBen das zu ihrem Gegen-

stand, das flir sie (zum jeweiligen geschichtlichen Zeitpunkt!)
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Uberhaupt behandelbar gemacht werden kann (nicht:"behandelbar ist",
denn wie schon gesagt, muf die Natur fiir die Physik = genauer:

fiir das physikalische Experiment - erst entsprechend "zugerichtet"
werden, ehe sie quantifizierender Behandlung zuginglich gemacht
werden kann. Man denke im Extremfall an die modernen Teilchen-
beschleuniger: Ist der Zustand, in den winzige Bruchteile
irdischer Materie dort mit Riesenaufwand versetzt werden, um

ihre Struktur zu untersuchen, etwa der "natiirliche Zustand",

in dem sie sich uns konkret im Alltag reprisentiert?).

4.4.Zukunft der Mathematik
Das ist natiirlich eine Frage, in der jeder nach Herzenslust

spekulieren kann. Extreme Optimisten werden ebenso wie extreme
Pessimisten genligend Anhaltspunkte in der historischen Entwicklung
und in der heutigen Situation finden, mit denen sie ihre Stand-
punkte untermauern kénnen. - Eine Sammlung von Aufsitzen zu

diesem Thema findet sich in [ S ). - Fir die zukiinftige Ent-
wicklung der Mathematik scheinen mir die folgenden Aspekte

am bedeutendsten:

-~ der zunehmende Einsatz von Computern verleiht der endlichen
Mathematik sowie konstruktiven Verfahren wachsende Bedeutuvng;

- die Mathematik ist bereits heute dermafien aufgesplittert
und spezialisiert, daB ein Mathematiker die Arbeiten eines
"Fachkollegen" aus einem entfernteren Gebiet kaum auf Anhieb
verstehen oder wilirdigen kann;

- die Kluft zwischen reiner und angewandter Mathematik vertieft
sich, wir finden sogar schon glaubenskriegartige gegenseitige
Attacken. Einzelne Wissenschafter machen sich auf institutio-
neller Ebene heutzutage schon "ihre eigene Mathematik". Der
"reine Mathematiker" als Gesprichspartner des "Anwenders"

existiert praktisch nicht mehr.

Welche Konsequenzen wird die Trennung dieses fiir beide Seiten
so fruchtbaren Verhdltnisses flir die Mathematik haben? Wird
sie in ein blutleeres Glasperlenspiel ausarten? Kline vertritt

in seinem Buch die Auffassung, das die Weiterentwicklung der




Mathemnatik, aber auch ihre Grundlagenfragen, um deren L&sung
sich so viele ohne durchschlagenden Erfolg bemiiht haben, nur
im Zusamnenhang mit der Anwendbarkeit der Mathematik gesehen

kann. Er wacrnt vor der Isolierung der Mathematik

WEXAer!

.

veon den anderen Wissenschaften E[KZ, Kap.XIIL-XV]).

Lassen wir zum AbschiuB die Bourbaki-Schule und H.Weyl zum
Problem der Zukunft und des Wesens der Mathematik zu Wort
koamen ((K2, S. b])

Zeit frithesten Zeiten sind alle kritischen Revisionen der
Grundlagen der Mathematik als ganzes oder eines ihrer Zweige
fast ausnahmslos auf Perioden der Unsicherheit gefolgt, in
denen Widerspriiche auftauchten und geldst werden nuBten ...
s 25 Jahrhunderte, wdhrend derer die Mathematiker
ernten, ihre Fehler zu korrigieren und ihre Wissenschaft
reichert und nicht verarmt sahen; das gibt ihnen

1]

dasz Recht, der Zukunft mit Gelassenhelt entgegenzusehen.

"Die Frave der Grundlegung und der letzten Bedeutung der

Mathematik bleibt offen; wir wissen nicht, in welcherRichtung

sie ihre endgliltige L&sung finden wird oder ob lberhaupt

eaine endgliltige objektive Antwort erwartet werden kann.

"Mathematisieren" kdnnte sehr wohl auch eine kreative Aktivitidt

des Menschen sein, wie Sprache oder Musik, wvon elementarer
Urspriinglichkeit, deren historischer Werdegang eine voll-

stdnaijye objektive Rationalisierung verweigert”.

Schlufibemerkungen

"u

proplem der Mathematik konnte hier nur auf ein
fidchlichen Ebene behandelt werdsn; flr eine genauerve Untoer-
suchung milBten vor allem auch sprachphiloscophische Gesichts-
punkte einbezogen werden. Aulerdem ist unsere Beschreibung
das historischen Ablaufs gewizsermaBen rein duBerlich; die
viel grbdplere und schwierigere Frage nach den Grinden und

schaftlichen Bedingtheiten dieser Entwicklung muf hier

)
1]
i
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leider v8llig offen bleiben. Allerdings halte ich eine solchea
"phidnomenologische" Begchreibung filir eine notwendige Vorbe-

gingung fiir die Reflexion der weliteren Zusammenhidnge, da sie

Ll

\bschliefend mdente ich neoch folgendes bemerken: Das Wahrheits-
s

o e g e
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hilft, die Fiktion einer absoluten, unhistorischen Objektivitit
der Mathematik zu durchbrechen und sie so einer historischen Ana-
lyse im vollen Sinn des Wortes prinzipiell zugdnglich zu machen.
In diesem Sinne mdchte ich auch die Lektlire des so oft zitierten
Buches von Kline (fK21) allen, die mit Mathematik zu tun haben,

wdrmstens empfehlen.
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